PRG1: A szamitégépes adattarolas alapjai

1. lecke: A szamitogép és a kettes szamrendszer
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1. A lecke tartalma

* Helyiértékes szamrendszerek

* Akettes szamrendszer

»  Atvaltas tizes és kettes szamrendszer kozott
* Egész szamok abrazolasa a szamitogépben

3/10



PRGI1: A SZAMITOGEPES ADATTAROLAS ALAPJAI SZAMRENDSZEREK

2. Szamrendszerek

Amiodta az ember mennyiségeket akar nyilvantartani, azota van sziikség a szdmokra. Azonban nem
mindegy, ezeket milyen szabalyok szerint irjuk le. A torténelem soran tobbféle szamrendszer alakult
ki. Ezek kozott az egyik k6zos, hogy majdnem mind helyiértékes szamrendszerek.

Matematikdbdl mar biztosan ismerds a helyiérték és a helyiértékes szdmrendszer fogalma, igy itt
elég egy rovid dsszefoglalas, miel6tt a minket — pontosabban a szamitogépet — kdzelebbrdl érdekld
kettes szdmrendszerre ratérnénk:

Minden helyiértékes szdmnak van egy alapszama.

A szamrendszerben annyi kiillonb6z6 jelre (szamjegyre) van sziikség az értékek
megkiilonboztetésére, amennyi az alapszam. Ha mondjuk b-vel jeldljiik az alapszamot,
akkor elmondhatjuk a legtobb szamrendszerrdl, hogy a szdmjegyek a 0, 1, ... b-1 értékeket
jelolik.

A szamrendszer attol helyiértékes, hogy jobbrol balra haladva a leirt szdmjegyek értéke
éppen az alapszam soron kovetkezd hatvanyaval né, igy a helyiérték rendre °, b', b, ...
lesz.

A leirt szam értekének kiolvasasahoz a helyiértéket €s az adott helyiértéken levo
szamjegyet kell 6sszeszorozni, majd az igy kapott értékeket 6sszeadni.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden szamrendszer esetén az alapszamot 10 alakban kell
irni, hiszen az alapszam els6 hatvanyabol van egy.

A fentiek alapjan gondoljuk végig miel6tt tovabb 1épnénk, hogy a torténelem folyaman milyen
szamrendszereket hasznalt az emberiség, amelyek a fentieknek megfelelnek.

A rémai szamok vajon helyiértékes szamrendszert alkotnak? Gondoljunk arra, hogy a hasznalt
jelek az 1, 5, 10, 50 stb. értékekhez tartoznak, a nullat nem lehet dbrazolni (a romaiak még
nem ismerték a nulla fogalmat), viszont az abakusszal éppen a romai szamrendszerben lehet
ugy szamolni, ahogy helyiértékes szdmokkal szoktunk...
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PRGI1: A SZAMITOGEPES ADATTAROLAS ALAPJAI A KETTES SZAMRENDSZER

3. A kettes szamrendszer

Benniinket a tovabbiakban a legegyszertibb helyiértékes szamrendszer fog érdekelni. Ennek alap-
szdma a kettd, tehat 6sszesen két szamjegyet hasznalhatunk benne. A késdbbiekben majd ennek is
egy egyszerlsitett, de pontatlan valtozatat ismerjiik meg, amelyet a szamitégép az adatok abrazola-
sdra haszndl. Ebben ténylegesen csak a 0 és 1 jelek, illetve ezek fizikai reprezentacidja létezhet, eld-
jel példaul mar nem. De el6tte nézziik meg magat a kettes szamrendszer!

A fentiekbdl mar tudjuk, hogy egy kettes szdmrendszerben felirt szdm helyiértékei jobbrol balra
haladva a kett6 hatvanyai:

0. 2°=1

1. 2'=2
2. 2°=4
3. 2°=8
4. 2°=16
5. 22=32
6. 2°=64
7. 27=128
8. 28=256
9. 2°=512
10.2"°=1024

Tehat példaul a 1011 értéke 1 +2+0+8=11,a 10101 értéke pedigl +0+4+0+ 16 =21.

A két fenti példaban latszolag kimaradt az atszamitas egy 1épése, a helyiértékkel vald beszorzas.
De ez csak latszolagos. A kettes szamrendszer egyik nagy elénye a tobbi szdmrendszerrel szemben
ugyanis éppen az, hogy a szamjegy vagy nulla és akkor az 6sszeaddsban nem kell figyelembe venni,
hiszen a résszorzat is nulla, vagy egy, amely esetben a résszorzat pedig megegyezik a helyiértékkel.
fgy valojaban elég a szam azon helyiértékeit 6sszeadni, ahol a szamjegy 1. Ez lathat6 a fenti példak-
ban.

Ezzel mar meg is adtam a kettes szamrendszerbdl az altalunk a hétkéznapi életben hasznalt tizes
szdmrendszerbe torténd atvaltas modjat:

Atvaltas kettesbél tizes szamrendszerbe: Jobbrol balra haladva ird fel azoknak a he-
lyiértékeknek, azaz a kettd hatvanyainak (nullatoél indulva) az értékeit, ahol az 1
szamjegy szerepel, a kapott értékeket add 0ssze!

A fenti eljarasban a ,,jobbrol balra haladva” elvileg felesleges, hiszen haladhatunk balrél jobbra
is, ha tudjuk, melyik helyiérték mennyit ér. Azonban sokkal egyszeriibb jobbrol indulni, hiszen igy
folyamatosan né a kettd hatvanyok kitevdje.

Masik lehetséges modszert az ellenkezd irdnyu atvaltas utan nézziik meg.

3.1. Atvaltas tizesbél kettes szamrendszerbe

Ha egy tizes szamrendszerbeli szam kettes szamrendszerbeli alakjat szeretnénk megkapni, akkor
nyilvan meg kell keresniink azoknak a kettd hatvanyoknak az §sszegét, amelyek eredményeként a
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ATVALTAS TIZESBOL KETTES SZAMRENDSZERBE PRGI1: A SZAMITOGEPES ADATTAROLAS ALAPJAI

szamunk adodik. Ez elég probalgatos modszernek hangzik ahhoz, hogy keressiink egyszeriibb mod-
szert helyette. Ime:
1. Irjuk fel a szamot egy fiiggéleges vonal baloldaléra.
2. Osszuk el a szdmot kettdvel, az eredményt irjuk a szam al4, a maradékot pedig a szdm mel-
1€, a vonal jobboldalara.
3. Az eldz6 pontot ismételjilk meg mindaddig, amig a vonal baloldaldan meg nem kapjuk a nul-
la értéket eredményiil.

Néhany megjegyzést érdemes a fenti eljarashoz hozzafiizni: Eloszor is a fenti eljardst mas szam-
rendszerekre torténd atvaltasnal is ugyanigy kell alkalmazni, ezért talan matematika orarol mar is-
merds is. Mindig a cél-szamrendszer alapszamaval kell osztani.

Masodik megjegyzés, hogy a fenti eljarast a programozok — és majd mi is, amikor mar programozni
fogunk — ugy hivjak, hogy algoritmus. Az algoritmus szot ugyanannak az embernek koszonhetjiik,
akinek azt is, hogy mar nem romai szamokkal kell szenvedniink, amikor szamolunk, hanem az India-
ban kifejlodott szamokat haszndljuk. Ezeket a szamokat mi arab szamokként ismerjiik, mert hozzank
arab kozvetitéssel érkezett el ennek a bagdadi tudésnak a miive. Ugy hivtak: IBN Mus4 AL-
KWARIZMI. A szamitastechnika torténetének kapcsan még lesz szo rola és miivérol bovebben.

Harmadik megjegyzés: Az osztds minden esetben egész osztast jelent. Kettes szamrendszer esetében
ezt az osztast lehet ugy is értelmezni, hogy a szam mellé irjuk egy biten kodolva, hogy igaz-e, hogy
a szam paratlan, ald pedig a szamnak, vagy ha paratlan a ndla egyel kisebb paros szamnak a felét
irjuk.

A fenti algoritmus végrehajtasa utan a vonal jobb oldalan levd 0,1 jelekbdl 4116 sorozat nem mas,
mint a szam kettes szdmrendszerbeli — mas szdmrendszerekben ez is analoég modon torténik — alak-
ja. Alegalso szamjegy (amely mindig 1) a legbaloldalon levd, a legfelsd pedig a jobboldalon levd,
tehat legkisebb helyiértékii szamjegy lesz.

3.2. Kettesbol tizesbe atvaltas masik modon

A fenti atvaltasok elvileg matematikabdl is szerepelnek altalanos alapszam esetén. A kovetkezd
modszer azonban nem feltétleniil szerepel, pedig a tizesbdl torténd atszamolas egyszerii analdgidja:
1. Ird fel lentrél felfelé haladva a kettes szamrendszerbeli szam szamjegyeit balrol jobbra ha-
ladva a fligg6leges vonal jobb oldaléra!
2. A vonal baloldalan, az els¢ tliresen maradt sorba irj egy nullat!
3. Ezek utdn mindaddig, amig fel nem érsz a szamsor tetejére ismételd meg a kovetkezdoket:
1. A baloldali szdmhoz add hozzé a felette levd sorban a jobboldalon levé szdmjegyet (0
vagy 1).
2. A kapott szamot szorozd meg kettével.
3. Az igy kapott szamot ird az iires helyre a vonal baloldaléra.

Amikor eljutsz a legfelsd sor baloldalara, az odairt szdm lesz a tizes szdmrendszerbeli megfeleld-
je annak a szdmnak, aminek a balrdl jobbra levd szdmjegyei a vonal jobboldalan vannak lentrdl
kezdve felirva. Bizonyiték? Végezd el az el6z6 pontban leirt algoritmust! Ez pont annak az ellenke-
z0 iranyu végrehajtasa.

Igazabol amikor — példaul szorzasnal — a szamitogépnek at kell valtania a szamot tizes szamrend-
szerbe, akkor ezt a mddszert hasznalja.
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PRGI1: A SZAMITOGEPES ADATTAROLAS ALAPJAI A KETTES SZAMRENDSZER

3.3. Egész szamok abrazolasa szamitégépen

A fentiekben csupan egész szamok abrazolasat néztiik meg kettes szamrendszerben. Azonban ha az
egyes helyiértéktdl tovabb haladunk jobbra, akkor ott a kettd negativ kitevds hatvanyaival is lehetne
folytatni. Itt azonban felmeriil a kérdés, hogy meddig folytassuk.

Egyeldre semeddig! Késdbb azonban majd megnézziik azt is, hogy tort szamokat hogyan lehet
abrazolni. Jelenleg azonban elégedjiink meg egész szamokkal!

A szamitdgépben tarolhato bitek szama ugyanis véges. Emiatt mar a kezdetekben — igaz tobbféle-
képpen — meghataroztak, hogy egy-egy elemi adat tarolasara hany bitet hasznéaljon a szamitogép.
Mivel a ma hasznalatos szamitégépek angol nyelvteriiletrdl szdrmazik, igy talan nem meglepd,
hogy az angol nyelvben hasznalt jelek tarolasara tervezték Sket eredetileg. igy alakult ki az a gya-
korlat, hogy a 128 lehetdséget ado 7 bites tarolasi egységeket kezdték el hasznalni, melléjiik téve az
adat helyességének ellendrzésére még egy 8. bitet is. Késobb ez a nyolcadik bit is hasznos bitté valt,
igy alakult ki a 8 bitbdl all6 egység, a byte. Aztan késébb ennek tobbszordseire is hamar sziikség
valt, hiszen egy byte 0sszesen 256 féle adatot tud tarolni.

A tényleges legkisebb tarolasi egység tehat valahany byte — jellemzden ez is kettd hatvany. Ezt
nevezzilk szonak, ami gépenként valtozik. A szo6 mérete meghatarozza azt is, hogy mekkora méret
szamokat lehet tarolni.

Alapesetben nem torténik mas, mint a szam kettes szamrendszerbeli alakjat egyszertien eltaroljuk
a szoban. Persze a legtobbszor nem annyi szimjegybdl all6 a szdm, mint amennyi bit rendelkezésre
all. Ezért alapszabaly, hogy a szot alkotd egy vagy tobb byte sorba rakéasa utan a jobboldalon levd
bit a szam jobboldalan levé szamjegyet kapja, azaz a legkisebb bit tarolja az egyes helyiértéket. A
szam tarolasahoz mar nem sziikséges bitek értéke pedig nulla lesz. Igy az atszamitas tizes szam-
rendszerbe ugyanugy torténik, mint normélisan.

Példaul a korabban mar latott tizenegy értékli 1011 szamot egy byte méretii sz6 esetén igy ta-
rolja a szdmitogép: 00001011, a két byte méretli szoban 00000000 00001011 forméaban fog
szerepelni.

A masik eset, amikor tobb szdmjegyl a szam, mint amennyi bitbdl all a sz6, mar nem ilyen egy-
szerll. Ekkor ugyanis a szamnak csak a legkisebb n szamjegye lesz tarolhatd (n a széban levo bitek
szama). A szam tobbi szamhegye mar nem fér el a szoban. Ez alaphelyzetben egyszeriien elveszik.
Ezt az esetet hivjak tulcsordulasnak.

Tulcsordulas: Szamabrazolasi hiba, amikor az abrazolandd szam tarolasara nem all
elegendod bit rendelkezésre €és a szam legmagasabb helyiértékii szamjegyei tarolasra
hasznalhat6 bit hidnyaban elvesznek. Amikor talcsordulas keletkezik, akkor az elta-
rolt szam helyett valojaban egy masik szam tarolodik el, amely természetesen szami-
tasi hibat fog eredményezni.

Bizonyos esetekben még a tulcsordulast okozd méretli szamok is tarolhatdéak. Ehhez viszont az
ilyen szamokkal dolgozé programot kell erre megfelelden felkésziteni. Tulcsordulaskor ugyanis a
CPU ezt jelezni tudja, igy a program képes rd, hogy a szamot tobb részre bontva, tobb szoéban he-
lyezze el. Ekkor azonban a CPU 6nmagatdl nem tud ezekkel a szamokkal helyesen miiveleteket vé-
gezni, azt is a programban kell megoldani.
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SZAMABRAZOLASI TARTOMANY PRGI1: A SZAMITOGEPES ADATTAROLAS ALAPJAI

3.4. Szamabrazolasi tartomany

Ahhoz, hogy a tulcsordulasbol eredd problémakat elkeriilhessiik, tudnunk kell, mekkora méretii szo-
ban mekkora szamok tarolhatdéak. Annak, aki ismeri a kettd hatvanyokat, ez nem okozhat tilzott
problémat.

Nemnegativ egész szamokrol van szo jelenleg, igy a legkisebb abrazolhatd szam nyilvanvaldan a
0 lesz, amit a szamitogép tigy fog abrazolni, hogy minden bit értéke 0 lesz.

Ha végig gondoljuk, milyen formaja van a szamoknak kettes szamrendszerben,' akkor hamar ra-
joviink, hogy a legnagyobb szamot akkor kapjuk meg, ha minden bit értéke 1. Mennyi ez a szam,
ezt kell meghatarozni. Nyilvan egyel kisebb annal a szamnal, amelyben ezeken a helyiértékeken 0
lenne, a kovetkezd helyiértéken pedig 1. Ez az els6 olyan szdm, amit a tilcsordulds miatt mar nem
lehet dbrazolni (torténetesen nullanak dbrazolna a gép).

Ha felidézziik, mi a helyiértéke értéke, akkor lathatjuk, hogy az els6 olyan szam, amely a tulcsor-
dulds miatt nem abrazolhat6 n bit esetén 2". Mivel ez egyel nagyobb a csupa egyessel abrazolhato
legnagyobb szdmnal, a legnagyobb abrazolhato szdm 2"-1 lesz, ha a n bit all rendelkezésre.

Tehat a szamitogép legalapvetdbb abrazolasi mddja esetén, amikor nemnegativ egész szdmokat
abrazolunk, a szamabrazolasi hatarok igy néznek ki:

1. 1 byte esetén: 0 < szam < 127 (2*- 1)
2. 2 byte esetén: 0 < szam <255 (2'°- 1)
3. nbites sz esetén: 0 <szdm < 2" - 1.
A negativ szdmok, illetve a tort szamok abrazolasara majd késoébb tériink vissza.

1 Akinek ez nem megy, majd a kovetkezo lecke utan ujra megprobalhatja, amikor mar tud kettes szamrendszerben
osszeadni...
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